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ABSTRACT 
This article is concerned with sorne properties of 
inductive and strict inductive limit s of sequence spaces wi th 
v a lues in a l ocally convex space E • 
The sequence s paces we a re deal ing with a re of the 
type /\{ El , where /\ is a perfect space of numeri cal se...r 
quences . A sequence (x ) yields in 
n J\ {E\ i f a nd onl y if 
for all continuous seminorm p on E , ( p (x ) ) E /\ 
n 
The main result of the paper is to show tha t the 
topology strict inductive l imit of a sequence is transmi tted 
when we pass to the co r r esponding sequence spaces . 
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Un espacio de sucesiones numéricas 
que es perfecto cuando A X X /\ = (\ , donde 
se dice 
es el espacio 
0\-dual, formado por aquellas sucesiones numéricas 
les que la serie ro( (l. converge absolutamente para todo 
n l 'n 
(~ )tA . G. Kothe y o. Toeplitz han mostrado que cuando 
n 
estos espacios están provistos de la topología dual deducida 
de la dualidad natural ( A. , /\x ) , se comportan regularmente 
para las operaciones usuales de productos, cocientes, s umas 
directas, etc. Ello ha conducido en los últimos años a nume-
rosas generalizaciones tal corno l a l levada a cabo por D. J. 
H. Garling ( 0 - y ~-dual.i dad en Espacios de Sucesiones. Proc . 
Cambridge Phil. Soc., 63, 963 -981. 1967)y otros. 
Siguiendo la línea iniciada por A. Pie t sch ( [3] y 
[ 4 J ) y por R . c. Rosier ( (6]) , en este trabajo se estudian 
espacios de sucesiones con coordenadas en un espacio local -
mente convexo cualqui era E. En concreto, dado un espacio per-
fecto de sucesiones numéricas A , se construye e l espacio 
/\ l E~ de sucesiones d e puntos de E , (xn) tales que (p (xn)) 
pertenece a /\ . pa r a toda seminorma continua p en E • A 
partir de un generador normal de topología .A1 X en /\ , se 
dota a f\ { E ~ de una M - topología, obteniéndose así el es-
pacio localmente convexo Hausdorff AlE~.M 
El comportamiento de estos espacios ha mostrado 
ser adecuado, caracterizándose s u s conjuntos acotados , cornpaE 
tos , sus espacios duales , s u complección etc . (ve r [ 2] y [6] ) 
En el presente trabajo se es tudian los límites in-
ductivos y límites inductivos estrictos de estos espacios de 
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sucesiones . Concretamente , si 
es una sucesión estrictamente creciente de espacios l ocal-
mente convexos , todos e llos contenidos en un espacio vecto-
rial E , surge de forma natural l a cuestión de v e r qué re-
lación e xiste entre el espacio A{ E \M cuando E está provis-
to de la topología límite inductivo (resp . límite inductivo 
estricto) de los espacios En y el espacio l ímite inductivo 
(resp . límite inductiv o estricto) de l a s uces ión cre cien t e 
(1) 
que está contenida en /\ {E J 
se demuestra que cuando E está provisto de la 
topología límite inductivo de las En , entonces la M - topo-
logía e n /\{EJ , es menos fina que l a topología límite induc-
tivo de l a sucesión (1) 
Bajo condiciones adicionales , se muestra que si 
E lleva la topol ogía límite inductivo estricto de l a suce-
sión l En~ , entonces sobre U/\{ En\, las topologías límite 
inductivo estricto de l a sucesión (1) y l a topologí a indu-
cida por /\[ E ~Ni , son l a misma . Se deduce e n parti cul ar 
que U/\l En\ es un cerrado de f\{E\/v( 
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se considerarán a lo largo del trabajo, espacios lo-
c a lmente convexos Hausdorff sobre el cuerpo K de los núrne-
ros reales o complejos. 
Si { En} es una sucesión estrictamente crecier.te 
de e spacios localmente convexos , cada uno equipado con una t2_ 
pología ~ todos ellos contenidos en un espacio vectorial (.. n I 
E , existe en E una topología localmente convexa (en general 
no separada) más fina , para la cual todas l as inmersiones 
in En ~ E 
.,.n 
son continuas . Diremos que E es e l límite inductivo de la 
sucesión {En} 0 que '2 es l a topol ogía límite inductivo de 
las topologías ~n • El espacio E provisto de l a topología 
'C se denotará 
Si además 
lim ind E 
n 
UE = E, es sabido que un sistema fun 
n 
damental de entornos de O para la topología ? viene dado 
por las envolventes absolutamente convexas de.los conjuntos 
donde V 
n 
recorre un sistema fundamental de entor 
nos d e O en En por ?
0 
• Asimismo su topología es gener~ 
d a por toda familia de seminormas tal que sus restricciones a 
cada e s pacio E 
n 
son serninormas continuas er. E 
n 
Se deduce que la topología límite inductivo 2 in 
d uce en cada espacio E 
n 
pología i n del espacio . 
una topología menos fina que l a to-
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Serán estudiados también límites i nductivos "estriE 
tos" de espacios l ocal ment e convexos , es decir topologías l í-
mite inductivo en E generadas por u na sucesión estrict amente 
creciente de espacios localmente convexos tal que UE n 
E y tal que e n +l i11duce en En la propia topología ?n de 
En (equivalente que la inmersión de En en En+l sea un mor 
fismo estricto). La topología ? l í mite inductiv o estricto 
en E de las t opologías ..,. se denotará l. n I 
* lim ind E 
n 
es una topología Hausdorff e induce en cada espacio En su 
propia topología e n 
A partir de cada espacio localmente convexo, cons-
truiremos un espacio de sucesiones con coordenadas en dicho 
espacio . La construcción de tales espacios de sucesiones se 
hará siguiendo las notaciones y terminología de R. c. Rosier 
[ 6] a quien se remite para un estudio más detallado de estos 
espacios. Reseñamos aquí brevemente los resultado~ necesarios. 
Sea A un espacio de sucesiones numéricas r>, - (P. ) r - 1-n 
(es decir ~n ~ K para cada n t:. N ) , al cual se le asocia un 
nuevo espacio de sucesiones numéricas )( /\ , llamado o< - dual 
y formado por todas las sucesiones o<. = (o<n) tales que la se · 
rie Lo< n0n converge absolutamente para cada (2> ( /\ • Se supon-
á /\ -- /\" )( dr adicionalmente que A es perfecto, es decir 
En el espacio o< - dual /\ x de /\ seleccionamos una familia 
fil de subconjuntos verificando 
a) Los conjuntos M de }{{ son acotados , es decir 
j f "> o t al que r 1 (;(. n (!n 1 ~ ~ 
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't;j e( E: I·'. 
b) Los conjuntos M de Al son normales , es decir 
si con 
para todo n '°IN , entonces r'E M 
c) La familia ./(( es saturada, es decir 
si M
1 
M2 f _%( , existe M E)'{ 
d) La familia N( es invariante por homotecias positivas 
M E. }((. r ';:> º implica 
,.x 
e) .h't recubre '' , es decir 
para todo o< t /l. )C , ex is te M E /r7. con o< E M 
Una tal familia A1 ,.x de subconjuntos de 1\ se 
llama sistema generador normal de topología. Si además A1 
es cerrada para las uniones numerables de sus miembros diremos 
que e s un ~-generador normal de topología. Se justifica es 
ta termi nología a causa de 
De finición 1 
Sea E un espacio localmente convexo Hausdorff cuya topología 
está g e nerada por l a fami l ia rp de sew.inormas . Se define el 
espacio vectorial de sucesiones de puntos de E 
x E E 
n 
y (p(x ))€ /\ 
n 
para todo 
S i _}(( es un generador normal de topología en ¡\" , se do 
t a al espacio vectorial /\ { E ~ de l a topología localmente 
convexa definida por l as serninormas { Tr M p J M E .~, PE~ , donde 
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1ÍMp (x) = sup L lo< 1 p(x ) 
CJ(E M n n 
El espacio /\ { EJ con esta .kt -topo l ogía, se denota por /\f Ek 
el cual es un espacio localmente convexo Hausdorf f . 
Proposición 2 
Se a M un generador normal de topolog:í.c-:. -..¡ ·:;ccln !•' , G dos 
espacios localmente convexos tales que Fe G y t ales que G 
induce en F una topología menos fina que la de F (resp. la 
misma topología que la de F ) • Entonces /\{ F i e l\{G l y la 
)(t -topoloqía en A { G ~ , induce en A { FJ una topología me 
nos fina (resp . una topología igual) que l a de /\{ F 1)1 , 
De mostración: 
I nmediata si se observa que las restriccior.es a F de las se 
minormas que generan la topología de G constituyen una SUQ 
familia de la familia de seminormas que ge~eran la topología 
de F (resp. la misma familia) . 
Proposici6n 3 
Si E = l im ind En , entonces 
(1) 
y cada espacio de l a sucesión estrictamer.te creciente (1) es-
tá contenido en /\. { E~ • Además s j ){( es un generador normal 
de topología , la topología en /\ { E J límite inductivo de las 
.!Yt-topologías en Al En j , es más fina que la H{ - topología 
en /\ { E J • 
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Demostración: 
La primera parte del enunciado es consecuencia de la propo-
sición 2. Asimismo de esta proposición se deduce que las apll 
caciones inmersión 
son continuas. La conclusión es ahora inmediata a partir de 
la propia definición de la topología límite inductivo en A{El. 
El resultado anterior falla si se tra ta de límites 
inductivos estrictos , ya que, en general, ni siquiera el con 
junto /\ {E~ es la unión de los espacios ¡\ {En! 
muestra e l siguiente ejemplo 
Ejem:elo 4 
Sea E = lim . d..:' in En y w el espacio de todas 
nes numéricas. Para c ada Índice n E. N se toma 
X €E 
n n 
Es claro que mientras 
cualquiera que sea n E N • 
X iE 
n n+l 
tal y como 
las sucesio 
Sin embargo se tiene el siguiente teorema fundamen 
tal de l os límites inductivos estrictos 
Teorema 5 
Sea .)({. un 6"-generador norma l de topología y sea 
E = lim ind* En 
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Si para toda familia de seminormas l pn J do.nde es con-
tinua en E , existe una seminorma continua p en E tal 
n 
que p/En ~ pn para todo n € IN , entonces el subespacio 
V /\ { En \ de /\ {E !}'{ provisto de la topología inducida es el 
límite inductivo estricto de l a sucesión /\{ En ift( • 
Demostración : 
Sea la topología límite i nductivo estricto de los espa~ 
cios /\{ En ltt en VA[En ~ , y sea 2 2 la topología inducida en 
dicha unión por la Atl-topología de /\ {E \ • Por l a propos i -
ción 3 , se verifica ? 2 { ( 1 • Recíprocamente , sea u1 un 
el-entorno de o en V/\{ En\ I por ejemplo que ul sea la en 
vol vente absolutamente convexa de Uv n donde 
es un entorno de o 
tinua en En ) • 
en /\. { E 1 ( M E. .A'l , n~ n seminorrna con-
Sea M =U Mn €XC (recuérdese que }({ es cerrada para uniones 
numerables ) y sea p la seminorma continua en E que nos da 
la hip6tesis y que mayora a cada Pn en En • El conjunto 
es, por definición, un 12 - entorno de O en U/\{ En) · Además 
u2 e u1 pues si x ~ u2 y ne. N es un índice ta l que x E 
AtEn\ , se tiene 
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~ sup Lle( il (p/En) (xi) 
o<.EM L. 
Ello muestra ( 1 ~ ? 2 , como se :quería demostrar. 
Es sabido, (ver [6]) que si E es completo, en-
tonces A { E}.Nt también es completo. De ello y del teorema 
fundamental antes demostrado, se deduce 
aropos ición 6 
Bajo las hipótesis del teorema 5, si cada espacio 





Dotemos a U A{ En' de la topología inducida por A {E JA 
En virtud del teorema 5, UA{En} con dicha topología es 
el límite inductivo estricto de los espacios localmente co~ 
vexos ~ausdorff completos /\{En\./t't • Por tanto U/\{En\ 
es .completo ( (5] , VII, f 1) y, e n consecuencia, cerrado. 
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